La Mcrci

Exercice 2C.1:
Etudier le sens de variation de suites définies par une expression :

VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET

a) un=n2—6n+5 pour n>0 b) un=2—% pour n>1

C) Up =9+8n—n? pour n>0 d) up :%H pour n>1

2 n

e) Up =54Ln pour n>0 f) up :% pour n>0 (Terminale)
2
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VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET EXERCICES 2C
CORRIGE - Notre Dame de La Merci — Montpellier — M. Quet

Exercice 2C.1 : Etudier le sens de variation de suites définies par une expression :
a) uy =n?—6n+5 pour n>0
16 méthode :
U g —Un = (n+1)° —6(n+1)+5—(n2 —6n+5): n?+2n+1-6n—6+5-n?+6n-5=2n-5

Or2n-5>0 < 2n>5 < n>g
Doncsi n>3 :u_,,—upy >0 etlasuite (uy) est croissante.
2¢me méthode :
u 2 2 2 2
na1_ (n+1)"—6(n+1)+5 n°+2n+1-6n-6+5_  n°-4n _n°-4n-2n+5+2n-5

Un n?—6n+5 n?>—6n+5 n?-6n+5 n2—6n+5
n?-6n+5  2n-5 2n-5
= T3 =1+
n“—6n+5 n°—-6n+5 n“—6n+5

Etude du numérateur : 2n-5>0 < 2n>5 < nzg

Etude du dénominateur : A= (—6)2 _4x1x5=36—20=16 = 4% donc deux racines :
—(-6)-4 — —(-6)+4
2 2 2 2
a=1 donc la parabole est orientée « vers le haut avec n>0:
n?—6n+5>0si: n<loun>5

n?—6n+5<0si:1<n<5
Tableau de signe :

n |0 1 > 5 +00
2
2n-5 — — + +
n>—6n+5/ + — — +
2n-5
T + - +
n“—6n+5

u
Ainsi :si n>5: -1 51 et la suite (uy ), positive, est croissante. Si n<1: (up) est négative.
Un

3tme méthode : avec la fonction associée
La fonction associée est: f(x)= X% —6X+5
a=1 donc la parabole est orientée « vers le haut ».

b —(-6
L’abscisse de son sommet est : — = Q =
2a 2x1

Si x> 3 : la fonction f est croissante

Donc si n>3 : la suite (up) est croissante
20
15

10

=X
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b) up =2—4—7n pour n>1

VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET EXERCICES 2C

1é"¢ méthode :

U - =2_L_(z_lj=z_ T gyl T 0,7, 04
TN T 4(n+) 4n 4(n+1) ~4n 4(n+1) n 4n n+l
~7n 7(n+1) —n+7n+7 7
= —+ = =
4n(n+1) 4n(n+1) 4n(n+1)  4n(n+1)
Orn>1 < n+1>2 donc: 4n(n+1)>1 et " _so.
4n(n+1)
Doncsi n>1: u_ ., —up >0 etlasuite (un) est croissante.
2
i i X X b4 X x
1.5 % X 1
X
;
0.5
x
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2°me méthode :
7 2x4(n+l) 7 8n+8-7
U 4(n+1)  4(n+1) 4(n+1) 4(n+l) 8n+1  4n (8n2+n)
= = = = X =
U , T 2x4n 7 8n—7  4(n+1) 8n-7 [4](n+1)(8n-7)
4n 4n 4n 4n
8n?+n 8n+n  8n®+n-7+7 8n?+n-7 7 7

8n2—7n+8n—-7 8n%+n-7 8n’+n-7 8n%+n-7 8n’+n-7 8n+n—7
Etude du dénominateur : A=12—4><8><(—7)=1+ 224 = 225 =15% donc deux racines :
L E Iy
2x8 16 2x8 16 8
a =28 donc la parabole est orientée « vers le haut avec n>1:
8n°+n—7>0sin>1

u
Ainsisi n>1: -1 51 et la suite (un ), positive, est croissante.
Un

3tme méthode : avec la fonction associée

La fonction associée est : f (x)= 2—1 = Z—le
4x 4 X
. 7 1 7
Sa dérivéeest: f'(x)=——x| = |=—=
() 4 ( xzj 4x2

La dérivée est strictement positive pour tout réel x >0 et la fonction f est croissante.
Donc si n>1: lasuite (up ) est croissante.
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oNYeE VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET EXERCICES 2C
€) Uy =9+8n—n? pour n>0
1é"¢ méthode :

Upyg—Un =9+8(n+1)—(n+1)" ~(9+8n-n?)=9+8n+8-n?—2n—-1-9-8n+n?=—2n+7

n+1
—7 7

Or-2n+7>0 < -2n>-7 < n<—2 = n<§

Donc: sin<3:u..,—up>0 etlasuite (uy) est croissante.

sin>4:u 4 —uy<0 etlasuite (uy) est décroissante.

X X X
20 X X
X X

10% X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
=10 %
-20

X

2¢me méthode : trop laborieuse, a éviter, surtout avec une suite dont certains sont négatifs.
2
Uy  9+8(n+1)—(n+1)" 9+8n+8-n’-2n-1 -—n?+6n+16 -n?+6n+16+2n—7-2n+7

U 9+8n—n? 9+8n—n? C -n’+8n+9 —n?+8n+9
n?4+8n+9-2n+7 -n®+8n+9  -2n+7 on+7
= 2 =" Tt =l+—
-n“+8n+9 -n“+8n+9 -n“+8n+9 -n“+8n+9

Etude du numérateur : 7-2n>0 < -2n>-7 < ns%

Etude du dénominateur : A =82 —4><(—1)><9 =64+36=100=10% donc deux racines :
n-—2-10 _-18 _8+10_2 _
o2x(-1) -2 27 2x(-1) -2
a=-1 donc la parabole est orientée « vers le bas avec n>0:
9+8n-n?>>0si: n<9

9+8n-n?<0si:n>9
Tableau de signe :

=9 et n -1

n 0 Z 9 +00
2
—2n+7 + — —
—n” +8n+9 + + —
-2n+7
"2 an .o + - +
-n“+8n+9

u
Ainsi:si n>9: L 51 et la suite (up) est négative et décroissante. (hors programme)
Un

3tme méthode : avec la fonction associée
La fonction associée est: f (x)=9+8x—x* =—x*+8x+9

. . b
a=-1 donc la parabole est orientée « vers le bas » et abscisse de son sommet est : 22" 2 =) =4
a xX(—

Si x=4 : la fonction f est décroissante, donc si n>4 : la suite (u,) est décroissante.



La M¢rci

d) up =%+1 pour n>1

VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET

18 méthode :

EXERCICES 2C

u., ,—Uu —LH—(EH]— 2 __2__2 E—ixmrl
TN T 5(nt1) T (sn 5(n+1) 5n 5(n+1) n 5n n+l
. 2n 2(n+1) 2n—(2n+1) -2
_5n(n+1) 5n(n+1)_ 5n(n+1) 5n(n+1)
Orn>1 < n+1>2 donc: 5n(n+1)>1 et 2 ———<0.
5n(n+1)
Doncsi n>1: u_.,—up <0 etlasuite (uy) est décroissante.
1.5
X
X X
1 * X X X X x x x x
0.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2¢me méthode :
2 2 5(n+1) 2+(5n+5) 2+5n+5
+1 +
Un+1:5(n+1) :5(n+1) 5(n+1): 5(n+1) _ 5(n+1) _ 547 5l
U £+1 £+5J 2+45n 2+5n (n+1) 2.45n
sn 5n  5n sn on
_ 5n?47n 5n°+7n  5n°+7n+2 2 L2
2n+2+5n2+50 502 +7n+2 5n°+7n+2 5n+7n+2  5n°+7n+2
Etude du dénominateur : A=7%—4x5x2=49—40=9=3 donc deux racines :
nl=_7_3:_—10=—1 et n2:_7+3 4 =-0,4
2x5 10 2x5 10
a=>5 donc la parabole est orientée « vers le haut avec n>1:
5n +7n+2>0si n>1
Ainsi si n>1: S+1<1 et la suite (up, ), positive, est décroissante.
n

3tme méthode : avec la fonction associée

La fonction associée est : f (x)= 53 +1
X

2
2 5X2

Sa dérivéeest: f'(x)= %x(—ij -
X

La derivée est strictement négative pour tout réel x>0 et la fonction f est décroissante.

Donc si n>1 : lasuite (up) est décroissante.

La Mcrci



La Mcrci

VARIATIONS DE SUITES NUMERIQUES — M. QUET EXERCICES 2C
2
e) Un:iln pour n=0
5(n+1)2 , , ,
Uy 4% 5(n+1)° 4" [B(n+1)” 4" (n+1 n’+2n+1
= 2 - o (g2 2 X nd X i 2
Un 5n? 4 5n 5h? 4 n 4x[a"]  4n
4”

On pressent que la suite va étre décroissante :

u 2
log o nz—2£'+1<1 o n?+2n+l<4n® o 0<4n?—n?-2n-1
Un n

< 3n%-2n-1>0
Discriminant :
A=(-2)° —4x3x(-1)=16=42

A >0 donc deux racines :

2-4 -2 1 2+4 6

2x3 6 3 2x3 6
a =3 donc la parabole est « orientée vers le haut ».
Pour tout n>1 :

u
32-2n-1>0 < -1
Up

La suite (up ) est strictement décroissante a partir du rang 2.
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f) un=27 pour n>0
(n+l)n+l
2
u n+1 N+l ,n2 n n2 Ny 2
nel _ o n) :(n+1)2 xzn :(n+1)><r(]n+1) L2 __ n+1)><(n+lj o)
Un n 2(n+1) n n 2(n+l) n
2"
" n2{nZ+2n+1 n :
:(n+1)x(1+ij x 2 ( ]:(n+l)x(1+lj x22n1:(n+1)><(1+1j x%
n n n 2 n+.
(4, 1), n+l
S\t ) ot
1Y’ n+1
On verra en terminale que lim (1+—j =2,718281828 et lim ——=0
N—>+o0 n N—+o0 92N+
u
Donc —*L <1 avec Up >0 pourtout n>0.
Un

Ainsi la suite (up) est décroissante.
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